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Введение  
 Хорошо известно классическое представление Альманси полигармонических функций, ко-
торое успешно применяется для построения решений модельных задач для бигармонического 
и полигармонического уравнений. На основании результатов по построению нормированных 
систем функций для оператора Лапласа [1-4] в работах автора [5-8] конечное представление 
Альманси распространено на аналитические функции действительных переменных. Имеются 
также многочисленные работы, посвященные обобщению представления Альманси на диффе-
ренциальные операторы отличные от оператора Лапласа [9-10] и [11].  
 В настоящей работе, представления Альманси применяются для построения решений за-
дачи Дирихле для уравнения Пуассона в единичном шаре. В [12] уже была сделана попытка 
построения полиномиальных решений уравнения Пуассона Δ =( ) ( )u x Q x  и полигармонического 

уравнения Δ =( ) ( )mu x Q x , где ( )Q x  ― произвольный полином. Найденные решения отличаются 
от решений полученных в [13]. Хорошо известна функция Грина , ξ( )G x  задачи Дирихле в шаре 
[14], а поэтому с теоретической точки зрения построение решения такой задачи не представля-
ет интереса. Однако, при полиномиальной правой части ( )Q x  и полиномиальном граничном 
значении | |= =1 ( )xu P x  решение ( )u x  задачи Дирихле оказывается полиномиальным, для нахо-
ждения которого необходимо вычислять сингулярный интеграл  

| |<
= − ,ξ ξ ξ,

ω ∫ 1
1( ) ( ) ( )d

xn
u x G x Q     (1) 

где ωn  ― площадь единичной сферы, , ξ = ,ξ − | | ξ, / | |( ) ( ) ( )G x E x E x x x ,  

а − −,ξ = − | ξ − |1 2( ) ( 2) nE x n x  ( 2)n >  [14]. В настоящей работе будут даны формулы, позволяю-
щие легко вычислять полиномиальное решение ( ),u x  задаваемое формулой (1).  

1. Полиномиальное решение однородной задачи Дирихле для уравнения Пуассона 
Сначала рассмотрим однородную краевую задачу для уравнение Пуассона в единичном 

шаре Ω = ∈ :| |<{ 1}nx R x   

| |=Δ = , ∈Ω, = ,1( ) ( ) 0xu x Q x x u         (2) 
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с полиномиальной правой частью ( )Q x  и при 2.n >  Предположим сначала, что =( ) ( )mQ x Q x  ― 
однородный полином степени .m  
 В [5] доказано, что если функция ( )Q x  ― произвольный полином, тогда имеет место пред-
ставление  
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где гармонические полиномы ( ), 0,1, ...kv x k =  определяются из равенств  
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 Из этого представления в работе [12] установлено, что некоторое полиномиальное реше-
ние ( )v x  уравнения Пуассона Δ =( ) ( )mv x Q x  может быть записано в виде  
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 Легко проверить, что верно равенство +Δ | | = + + + / | | ,2 2 2( ( )) 4( 1)( 2) ( )s s
m mx R x s m s n x R x  где 

( )mR x  ― однородный гармонический полином степени .m  Более того, из свойств представления 

(3) следует, что если 2( ) ( ),s
m mQ x x R x=| |  то формула (5) дает именно это решение, т. е.  
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 Поэтому, если разложить полином ( )mQ x  с помощью формулы Альманси на слагаемые ви-

да 2
2 ( ),s

m sx R x−| |  то решение уравнения ( ) ( ),mv x Q xΔ =  задаваемое формулой (5) имеет вид  
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где [ ]a  ― целая часть числа ,a  а однородные гармонические полиномы ( )mR x  определяются 

формулой Альманси − −= + | | + + | | +2 2
2 2( ) ( ) ( ) ( )s

m m m m sQ x R x x R x x R x . Подставим в получен-

ную формулу (6) вместо сомножителей +| |2 2sx  единицу. Тогда, многочлен  
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является гармоническим, поскольку таковы 2 ( ),m sR x−  и обладает свойством =0( ) ( )u x v x  при 
1.x| |=  Поэтому, многочлен = − 0( ) ( ) ( )u x v x u x  является решением задачи Дирихле (2).  
Преобразуем это решение. Последовательно выбирая число слагаемых в равенстве (7) 

равное двум, трем устанавливаем следующую формулу 
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где = + + −( ) ( 1)( 1)sm m m m s  ― символ Похгаммера. Докажем, что 0 0( ) ( ).x u xu =′  
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Лемма 1.  Полином ′0( )xu  из (8) является гармоническим.  
Доказательство. Воспользуемся равенством  
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в котором ( )mR x  ― однородный полином степени m . Согласно этому равенству  
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 Суммирование во втором слагаемом осуществим следующим образом 
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 Поскольку 3 2( 2 2 2) ( 2 2 2)( 2 2 1) ,s sm n s k m n s k m n s k+ ++ / − + − = + / − + − + / − + −  то выраже-
ние в скобках равняется нулю и значит полином ′0( )xu  гармонический. � 
 Из леммы 1 следует, что полином − ′0( ) ( )v x xu  является решением уравнения Пуассона (2).  

Лемма 2.  Гармонические полиномы 0( )u x  и ′0( )xu  равны.  
Доказательство. Убедимся, что полином − ′0( ) ( )v x xu  является решением задачи Дирихле 

(2). Действительно, имеют место равенства  
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 Преобразуем внутреннюю сумму в полученном выражении. Используя связь гамма и бета 
функций Эйлера можем записать  
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 Значит, внутренняя сумма с учетом того, что ′= ( )k kkt t t  и бинома Ньютона имеет вид  

( )

( ) ( )

+
+ + / − −

=
+

+ + / − −

=

+ + + + / − − ++ / − −

+⎛ ⎞
− − | | ++ − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

+⎛ ⎞
+ − − | | =⎜ ⎟

⎝ ⎠

′′= − − | | + − =− | |

=

∑∫

∑∫

∫ ∫

11 1 2 2 2 2
0

0
11 1 2 2 2 2

0
0

1 11 2 1 1 2 2 1 2 12 2 1
0 0

0

1
(1 ) ( 1) d2 2 1

1
2 (1 ) ( 1) d

(1 ) (1 ) d 2 (1 ) d(1 )

s
s m n s k k k

k
s

s m n s k k k

k

s s s m n s sm n s

s
t t x t tm n s

k

s
t t k x t t

k

t t x t t t tt xt

( ) ( ) ( )+ + + / − −++ / − −− − + | | − .− | | − | |∫ ∫
1 11 2 1 2 2 12 1 22 2 1

0
(1 ) d ( 1) (1 ) d1 ) 1

ss s m n ssm n st s x t t tt x t xt

 

 Поэтому, учитывая, что при 2,n >  0,s ≥  2 0,m s− ≥  + + / − −− | =1 2 2 1 1
0(1 ) 0s m n st t  и беря первый 
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 Следовательно,  
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 Теперь, легко видеть, что полином 0( ) ( ),v x xu− ′  удовлетворяющий уравнению Пуассона 
удовлетворяет и однородному условию Дирихле 0 1( ( ) ( )) 0,xx v xu || |=− =′  а значит гармонические 
полиномы ′0( )xu  и 0( )u x  принимают одно и тоже значение на единичной сфере и поэтому рав-
ны.  � 
 Итак, исходя из формулы (9) решение задачи (2) имеет вид  
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или тоже решение, но в другой форме  
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 Еще немного преобразуем полученное решение задачи Дирихле.  
 Теорема 3.  Решение задачи (2) можно записать в виде  
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 Доказательство. Пусть ( )Q x  ― произвольный полином. Представим его в виде 
( ) ( ).mmQ x Q x= ∑  Обозначим через ( )mu x  полиномиальное решение однородной задачи Ди-

рихле (2) с правой частью ( ) ( ).mQ x Q x=  Тогда, ( ) ( ).mmu x u x= ∑  Из формулы (10) следует  

∞
/ −

=
∞

/ −

=

| | − − | | −
= = Δ =

+ !! !!

| | − − | | −
= Δ .

+ !! !!

∑ ∑ ∑ ∫

∑∫

2 21 2 1
0

0
2 21 2 1

0
0

1 (1 ) (1 )( ) ( ) ( )d
2 (2 2) (2 )

1 (1 ) (1 ) ( ) d
2 (2 2) (2 )

s s
n s

m m
m m s

s s
s n

s

x t x tu x u x t Q tx t
s s

x t x t Q tx t t
s s

 

 Что и утверждалось. � 
 П р и м е р  1 .  Пусть в задаче (2) ( ) ,iQ x x=  а значит 1.m =  Тогда, в сумме из формулы 
(10) или (11) будет только один член 0.s =  Имеем  
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что несомненно верно Δ =( ) iu x x  и 1 0.xu| |= =  
Замечание 1.  Формула (11) является аналогом формулы (1), записанной в случае поли-

номиальных функций ( ).Q x  

2. Полиномиальное решение неоднородной задачи Дирихле  
для уравнения Лапласа 
 Рассмотрим неоднородную задачу Дирихле для уравнения Лапласа в шаре  

| | 1( ) 0, , ( ),xv x x v P x=Δ = ∈Ω =       (12) 

с полиномиальным граничным значением ( )P x  и при 2.n >  
 Сформулируем без доказательства следующее утверждение, дополняющее доказанную 
выше теорему 3.  
 Теорема 4. Решение задачи (12) можно записать в виде  
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П р и м е р  2 .  Пусть в задаче (12) 2( ) .iP x x=  Тогда, в сумме из формулы (13) тоже бу-
дет только один член 0.s =  Имеем  
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что несомненно верно Δ = − =( ) 2 2 / 0v x n n  и 2
| | 1( ( ) ) 0.i xv x x =− =  

Заключение 
 Явный вид коэффициентов в известном разложении Альманси позволил найти общий вид 
полиномиального решения однородной задачи Дирихле для уравнения Пуассона и полиноми-
ального решения неоднородной задачи Дирихле для уравнения Лапласа в шаре.  
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