
Известия Челябинского Научного Центра, вып.4(2),1999

М А Т Е М А Т И К А

УДК 517.948

О СХОДИМОСТИ КОНЕЧНОМЕРНЫХ АППРОКСИМАЦИЙ T -РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ
РЕШЕНИЙ ВЫРОЖДЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

А.В. Танана

tanana@csu.ac.ru

Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Россия

Статья поступила в редакцию 5 марта 1999 года

В настоящей статье дано обобщение результатов в теории конечномерных аппроксимаций,
см. [1], c. 112, на случай вырожденных операторных уравнений.

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство, A и T – линейные замкнутые опера-
торы с областями определения D(A) и T (A) всюду плотными в H и областями значений R(A)
и R(T ) ⊂ H.

Обозначим через A∗ и T ∗ сопряженные операторы, относительно которых предположим,
что их области определений D(A∗) и D(T ∗) также всюду плотны в H, а через Γ(A), Γ(A∗),
Γ(T ) и Γ(T ∗) – соответствующие графики этих операторов.

Пусть kern (A) и kern (T ) – ядра операторов A и T , причем kern (T ) = {0}; D = D(A) ∩
D(T ), а D∗ = D(A∗) ∩D(T ∗).

Предположим, что операторы A, A∗, T и T ∗ удовлетворяют следующим соотношениям:

{(u,Au) : u ∈ D} = Γ(A)

{(u, Tu) : u ∈ D} = Γ(T )

{(g,A∗g) : g ∈ D∗} = Γ(A∗)

{(g, T ∗g) : g ∈ D∗} = Γ(T ∗)

(1)

и существует число c > 0 такое, что для любого u ∈ D
‖Au‖2 + ‖Tu‖2 ≥ c‖u‖2. (2)

1. Основные понятия и определения

Рассмотрим операторное уравнение

Au = f, (3)

где u ∈ D, а f ∈ H.
Определение 1. Элемент uT ∈ D будем называть T -нормальным решением уравне-

ния (3), при f ∈ A(D), если AuT = f и

‖TuT ‖2 = inf
{
‖Tu‖2 : u ∈ D, Au = f

}
.
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Когда T – тождественный оператор, понятие T -нормального решения совпадает с понятием
нормального решения, см. [2].

Лемма 1. Для любого f ∈ A(D) существует единственное T -нормальное решение урав-
нения (3).

Обозначим через MT множество всех T -нормальных решений уравнения (3). Пусть {Bn}
и {Sn} – две последовательности линейных замкнутых операторов, действующих из H в H , а
M ⊂ D.

Определение 2. Пару {Bn}, {Sn} будем называть AT -полной на множестве M , если для
любого элемента u ∈ M существует последовательность {un} такая, что для любого
n: un ∈ D(Bn)∩D(Sn), un −→ u, Bnun −→ Au, а Snun −→ Tu при n→∞, см. [1], c. 113.

Определение 3. Последовательность операторов {Bn} будем называть A-полной на
множестве M , если для любого u ∈ M найдется последовательность {un} такая, что
для любого n un ∈ D(Bn), un −→ u, а Bnun −→ Au при n→∞, см. [2].

Определение 4. Пару A, {Bn} будем называть слабо замкнутой, если из того, что
un

сл−→ û,
а

Bnun
сл−→ f

следует, что û ∈ D(A) и Aû = f , см. [3].
Обозначим через B∗n операторы сопряженные Bn. Тогда справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Если для любого n D(Bn) = H и последовательность операторов {B∗n}

является A∗-полной на множестве D∗, то для любой подпоследовательности номеров
{nk} пара A, {Bn} – слабо замкнута.

Доказательство леммы приведено в [4].

2. Метод конечномерной аппроксимации

Метод регуляризации приближенного решения уравнения (3), следуя [5], c. 70, заключается
в сведении уравнения (3) к вариационной задаче

inf
{
‖Au− f‖2 + α‖Tu‖2 : u ∈ D

}
, α > 0. (4)

Из теоремы, приведенной в [5], на с. 71, следует существование и единственность решения uαT
задачи (8), кроме того, из (8) следует, что uαT ∈ D и

‖TuαT ‖2 = inf
{
‖Tu‖2 : u ∈ D, Au = AuαT

}
. (5)

Из (9) следует, что
uαT ∈MT , (6)

т.е. uαT является T -нормальным решением уравнения (3) при f = Au
α
T .

Пусть {Hn} – некоторая возрастающая последовательность конечномерных подпространств
пространства H , а {An} и {Tn} – две последовательности линейных ограниченных операторов
таких, что для любого n D(An) = D(Tn) = Hn, а R(An), R(Tn) ⊂ H.

Кроме того предположим существование числа c1 > 0 такого, что для любого n u ∈ Hn
‖Anu‖2 + ‖Tnu‖2 ≥ c1‖u‖2, (7)

а также пара {An}, {Tn} является AT -полной на множестве MT .
Метод конечномерной аппроксимации, следуя [5], c. 174, заключается в замене задачи (8)

конечномерной
inf
{
‖Anu− fn‖2 + α‖Tnu‖2 : u ∈ Hn

}
, (8)
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где fn −→ f при n→∞.
Решение uα(n) задачи (12) существует и единственно. Следуя [5], c. 144, назовем его

конечномерной аппроксимацией.
Рассмотрим продолжения операторов An и Tn на все пространство H с сохранением нормы,

т.е.

Anu =

{
Anu, u ∈ Hn,
0, u ∈ H⊥n

и

T nu =

{
Tnu, u ∈ Hn,
0, u ∈ H⊥n ,

где H⊥n – ортогональное дополнение Hn.
Теорема 1. Пусть последовательности операторов {A∗n} и {T ∗n} являются A ∗ и T ∗-

полными на D∗, соответственно.
Тогда имеют место следующие соотношения:

uα(n) −→ uαT ,

Tnu
α(n) −→ TuαT при n→∞

и
Anu

α(n) −→ AuαT .
Доказательство. Предположим противное, т.е. существование числа d > 0 и подпоследо-

вательности {unk} таких, что для любого k:

‖uα(nk)− uαT ‖+ ‖Tnkuα(nk)− TuαT ‖+ ‖Ankuα(nk)−AuαT ‖ ≥ d. (9)

Так как пара {An}, {Tn} является AT -полной на множестве MT , то из (10) следует сущест-
вование последовательности {uk} такой, что для любого k uk ∈ Hnk ,

uk −→ uαT , (10)

Ankuk −→ AuαT при k →∞ (11)

и
Tnkuk −→ TuαT . (12)

Из (15), (16) и того, что fnk −→ f при k →∞ следует, что

‖Ankuk − fnk‖2 + α‖Tnkuk‖2 −→ ‖AuαT − f‖2 + α‖TuαT ‖2. (13)

Из определения конечномерной аппроксимации uα(nk) следует, что для любого k

‖Ankuα(nk)− fnk‖2 + α‖Tnkuα(nk)‖2 ≤ ‖Ankuk − fnk‖2 + α‖Tnkuk‖2. (14)

Таким образом, из (17) и (18) следует, что

lim
k→∞

{
‖Ankuα(nk)− fnk‖2 + α‖Tnkuα(nk)‖2

}
≤ ‖AuαT − f‖2 + α‖TuαT ‖2. (15)

Из (11) и (19) следует ограниченность последовательностей {uα(nk)}, {Ankuα(nk)} и
{Tnkuα(nk)}.

Без ограничения общности можем считать, что

uα(nk)
сл−→ û, (16)
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Anku
α(nk)

сл−→∼f (17)

и
Tnku

α(nk)
сл−→ g. (18)

Так как из леммы 2 следует слабая замкнутость пар A, {Ank} и T, {Tnk}, то из (20–22)
следует, что û ∈ D,

∼
f= Aû (19)

и
g = T û. (20)

Из (21–24) по свойству нормы слабого предела имеем:

lim
k→∞

‖Ankuα(nk)− fnk‖2 ≥ ‖Aû− f‖2 (21)

и
lim
k→∞

‖Tnkuα(nk)‖2 ≥ ‖T û‖2. (22)

Из (25) и (26) следует, что

lim
k→∞

{
‖Ankuα(nk)− fnk‖2 + α‖Tnkuα(nk)‖2

}
≥ ‖Aû− f‖2 + α‖T û‖2. (23)

Из (19) и (27) имеем

lim
k→∞

{
‖Ankuα(nk)− fnk‖2 + α‖Tnkuα(nk)‖2

}
= ‖Aû− f‖+ α‖T û‖2 (24)

и
û = uαT . (25)

Из (25), (26), (28) и (29) следует, что

‖Ankuα(nk)− fnk‖ −→ ‖AuαT − f‖ (26)

и
‖Tnkuα(nk)‖ −→ ‖TuαT ‖. (27)

Из (21), (22), (23), (24), (29), (30), (31) и того, что fnk −→ f при k →∞, имеем
Anku

α(nk) −→ AuαT , (28)

а при k →∞
Tnku

α(nk) −→ TuαT . (29)

Из (11), (14), (16), (32), (33) следует, что

‖uα(nk)− uk‖ −→ 0 при k →∞,
т.е., учитывая соотношение (14),

uα(nk) −→ uαT . (30)

Полученные соотношения (32), (33) и (34) противоречат (13). Тем самым теорема доказана.
В заключении приведем один полезный пример. Пусть H = l2, Hn = ln2 , A = E и для

любого k A2k−1 = E, а A2ku = (u1 + u2k, u2, . . .), α = 1 и fn = f = (1, 0, . . .).
Легко проверить, что для любого u ∈ l2

Anu −→ Au при n→∞
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и
пара A, {An} – слабо замкнута.

Таким образом, единственным решением вариационной задачи inf
{
‖Au− f‖2+ +‖u‖2 :

u ∈ l2
}
является элемент u0 =

{
1

2
, 0, . . .

}
.

Если n = 2k, то решением аппроксимирующей вариационной задачи inf
{
‖Anu−f‖2+‖u‖2 :

u ∈ ln2
}
является элемент

un =
{
2/5, 0, . . . , 0, 1/5

n
, 0, . . .

}
.

Очевидно, что un /−→ u0.
Из приведенного примера следует, что условие слабой замкнутости пары A, {An}, исполь-

зуемое в [1], c. 113, [3], [6], c. 175 и др., не обеспечивает сходимости конечномерных аппрокси-
маций.

Заключение

Известные результаты о сходимости конечномерных аппроксимаций невырожденных опе-
раторных уравнений перенесены на случай вырожденных уравнений .
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