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Пусть a(z) – аналитическая в окрестности z = 0 функция, Dm = {z ∈ C

∣∣∣ |z| < Rm} – круг
m-мероморфности функции a(z), т.е. максимальный открытый круг с центром в нуле, в который
a(z) продолжается как мероморфная функция, имеющая не более m полюсов. Дж. Бейкером иП. Грейвс-Моррисом (см., например, [1]) была высказана гипотеза, что для любых a(z) и m су-ществует подпоследовательность πn,m(z), n ∈ Λ ⊂ N, m-ой строки таблицы Паде для a(z),равномерно сходящаяся к a(z) на компактах, принадлежащих Dm и не содержащих полюсов a(z).В.И. Буслаевым, А.А. Гончаром и С.П. Суетиным [2] показано, что гипотеза справедлива для всехмероморфных функций при Rm =∞. В общем же случае предположение неверно, как показываетпростой контрпример, приведенный этими авторами.В данной работе мы рассмотрим случай, когда для радиусов m-мероморфности a(z) выпол-няется условие Rm < Rm+1, и получим некоторые достаточные условия, при которых гипотезаБейкера-Грейвс-Морриса верна. Легко видеть, что Rm < Rm+1 тогда и только тогда, когда в замкну-том круге |z| ≤ Rm лежит ровно m+ 1 полюсов. Поэтому к строке с номером m применима теория,развитая в статьях [3-4].Пусть z1, . . . , z` – полюсы a(z) в круге |z| ≤ Rm кратностей s1, . . . , s`, соответственно; s1+. . .+s` =
m + 1. Асимптотическое поведение последовательности πn,m(z) при n → ∞ в этом случае восновном определяется арифметической природой доминирующих полюсов z1, . . . , zν функции
a(z). Доминирующими полюсами мы называем те полюсы a(z), лежащие на окружности |z| = Rm,которые имеют максимальную кратность. В работе [3] найдены пределы всех сходящихся под-последовательностей πn,m(z) и показано, что предельные точки множества полюсов последова-тельности {πn,m(z)}∞n=0 состоят из полюсов z1, . . . , z` функции a(z) и множества NF дополнитель-ных предельных точек, состоящего из нулей семейства многочленов ω(z, τ) =

∑ν
j=1Cj∆j(z)τj ,

τ = (τ1, . . . , τν) ∈ F. Здесь F – монотетическая подгруппа тора Tν , полученная замыканием цикли-ческой группы с образующей (e2πiΘ1 , . . . , e2πiΘν
); 2πiΘj – аргумент zj . Эта группа явно вычисленав [3]. Формула для вычисления коэффициентов Cj имеет вид:

Cj =
1

(sj − 1)!z
sj−1
j D2

j (zj)Aj
,

где Dj(z) = D(z)
(z−zj)sj , D(z) = (z − z1)s1 . . . (z − z`)s` и Aj – коэффициент при (z − zj)−sj в разложении

a(z) в ряд Лорана в окрестности полюса z = zj . Многочлены ∆j(z) определяются следующим
образом: ∆j(z) = ∆(z)

(z−zj)sj , ∆(z) = (z − z1) . . . (z − zν).
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Геометрия множества NF во многих важных случаях описана в [4]. В частности, NF всегдасодержится в множествеN , которое состоит из точек комплексной плоскостиC, удовлетворяющихнеравенствам ∣∣Cj∆j(z)
∣∣ ≤ ν∑

k = 1
k 6= j

∣∣Ck∆k(z)
∣∣, j = 1, . . . , ν.

Множество NF может совпадать с N . Это осуществляется, например, если Θ0 = 1,Θ1, . . . ,Θνлинейно независимы над полем рациональных чисел Q или если Θ0 = 1,Θ1, . . . ,Θν−1 линейнонезависимы, а Θν - рациональное число (см. [4], теорема 3 и теорема 4).Имея это описание множества предельных точек полюсов {πn,m(z)}∞n=0, мы можем указать не-которые достаточные условия, при выполнении которых гипотеза Бейкера-Грейвс-Морриса верна.
1. Теорема 1 из [4] утверждает, что при условии Rm < Rm+1 и ν = 1 гипотеза справедлива, причемдля Λ = N. Оказывается, что теорема 2 из той же работы влечет за собой справедливость гипотезыи при ν = 2.Теорема 1. Пусть Rm < Rm+1 и функция a(z) имеет два доминирующих полюса z1, z2. То-гда существует подпоследовательность πn,m(z), равномерно сходящаяся к a(z) на компактах,принадлежащих Dm и не содержащих полюсов a(z).Доказательство. При ν = 2 дополнительные предельные точки лежат на окружности Аполло-
ния

∣∣∣∣∣z − z1

z − z2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣C1

C2

∣∣∣∣∣ (см. [4], теорема 2) и многочлены ω(z, τ), корнями которых являются эти точки,
имеют по переменной z степень 1.Для доказательства теоремы достаточно показать, что найдется точка τ ∈ F, для которой кореньмногочлена ω(z, τ) будет лежать вне круга |z| < Rm. Искомая последовательность номеров Λ будеттогда Λτ (см. теорему 1 из [3]).В случае, когда полюсы z1, z2 не лежат в точках деления окружности |z| = Rm на равные части,это очевидно, поскольку окружность |z| = Rm и окружность Аполлония, целиком состоящая издополнительных предельных точек, ортогональны. Следовательно, вне круга |z| < Rm находитсябесконечно много корней многочленов ω(z, τ).Пусть теперь полюсы z1 и z2 лежат в точках деления окружности на σ равных частей:

z1 = Rm e
iα, z2 = z1 e

2πik
σ , 0 < k ≤ σ − 1.

По теореме 5 из статьи [4] множество NF есть объединение множества нулей многочленов ωj(z) =

C1z
j
1(z − z2) + C2z

j
2(z − z1).Если имеется вырождение, т.е. для некоторого (единственного) j0 справедливоC1z

j0
1 +C2z

j0
2 = 0,то ωj0(z) ≡ const. Значит, последовательность номеров nσ + j0, n ∈ N, есть искомая.Предположим теперь, что C1z

j
1 + C2z

j
2 6= 0 для всех j = 0, 1, . . . , σ − 1. Тогда

ζj =
C1z

j
1z2 + C2z

j
2z1

C1z
j
1 + C2z

j
2

, j = 0, 1, . . . , σ − 1,

– нули многочленов ωj(z). Если все эти нули лежат внутри окружности |z| = Rm, то справедливо∣∣∣C1 + C2e
2πik(j−1)

σ

∣∣∣ < ∣∣∣C1 + C2e
2πikj
σ

∣∣∣, j = 0, 1, . . . , σ − 1.

Таким образом, должно выполняться неравенство∣∣∣C1 + C2e
−2πik
σ

∣∣∣ < ∣∣∣C1 + C2e
2πik(σ−1)

σ

∣∣∣ =
∣∣∣C1 + C2e

−2πik
σ

∣∣∣,
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что невозможно. Поэтому хотя бы для одного номера j0, 0 ≤ j0 ≤ σ − 1, корень многочлена ωj0(z)лежит в области |z| ≥ Rm. Последовательность номеров nσ + j0, n ∈ N, и будет искомой.
2. Граница множества N есть линия L =

ν⋃
j=1

Lj , где Lj определяется уравнением
∣∣Cj∆j(z)

∣∣ =
ν∑

k = 1
k 6= j

∣∣Ck∆k(z)
∣∣, j = 1, . . . , ν.

Легко проверить, что линияLj симметрична относительно окружности |z| = Rm. Для получения ещеодного достаточного условия существования сходящейся подпоследовательности нам потребуетсядве простые леммы.Лемма 1. Пусть w1, . . . , wν – комплексные числа такие, что w1 + . . . + wν = 0 и |w1| = |w2| +
. . .+ |wν |. Тогда если w1 = |w1|eiϕ, то wj = −|wj |eiϕ, j = 2, . . . , ν.Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что w1 – действительное положи-тельное число. Тогда

w1 = |w2|+ . . .+ |wν | = −(Rew2 + . . .+ Rewν).

Это означает, что Rewj = −|wj |, т.е. wj = −|wj | для j = 2, . . . , ν.Лемма 2. Для любых различных точек z1, . . . , zν , лежащих на окружности |z| = R, и для любыхдействительных положительных чисел α2, . . . , αν все нули рациональной функции
f(z) =

ν∑
j=2

αj
z1 − zj
z − zj

лежат на окружности |z| = R.Доказательство. Предположим, что существует нуль z0 функции f(z), не лежащий на окруж-
ности |z| = R. Применим дробно-линейное преобразование w = eiα

z − z1

z − z0
. Так как z0 не лежит на

окружности |z| = R , то преобразование w переводит эту окружность в окружность, проходящуючерез точку w = 0. Угол α выберем так, чтобы окружность находилась в полуплоскости Rew ≥ 0.
Тогда точки wj = eiϕ

zj − z1

zj − z0
лежат в открытой правой полуплоскости Rew > 0 и потому

Re

eiϕ ν∑
j=2

αj
z1 − zj
z0 − zj

 > 0.

Но это противоречит тому, что z0 – нуль f(z).Теорема 2. Пусть Rm < Rm+1 и на окружности |z| = Rm функция a(z) имеет ν доминирую-щих полюсов z1 = e2πiΘ1 , . . . , zν = e2πiΘν . Если множество NF содержит хотя бы одну из линий
L1, . . . , Lν , то существует подпоследовательность πn,m(z), равномерно сходящаяся при n→∞к a(z) на компактах, принадлежащих Dm и не содержащих полюсов a(z).Доказательство. Достаточно показать, что существует точка τ0 ∈ F такая, что многочлен
ω(z, τ0) из семейства ω(z, τ)τ∈F не имеет нулей в открытом круге |z| < R.Пусть для определенности L1 принадлежит NF. Так как L1 симметрична относительно окруж-ности |z| = R, то найдется точка ζ0 такая, что |ζ0| > R и

|C1∆1(ζ0)| =
ν∑
j=2

|Cj∆j(ζ0)|.
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Поскольку L1 ⊂ NF, то найдется точка τ0 =
(
τ0

1 , . . . , τ
0
ν

) ∈ F такая, что
ω(ζ0, τ

0) = C1∆1(ζ0)τ0
1 + . . .+ Cν∆ν(ζ0)τ0

ν = 0.

По лемме 1 получаем
C1∆1(ζ0)τ0

1 = |C1∆1(ζ0)|eiϕ, Cj∆j(ζ0)τ0
1 = −|Cj∆j(ζ0)|eiϕ,

j = 2, . . . , ν. Следовательно,
τ0 = −eiϕ

(
−|C1∆1(ζ0)|
C1∆1(ζ0)

,
|C2∆2(ζ0)|
C2∆2(ζ0)

, . . . ,
|Cν∆ν(ζ0)|
Cν∆ν(ζ0)

)
.

Покажем, что все корни многочлена ω(z, τ0), кроме ζ0, лежат на окружности |z| < R. Обозначим
αj = |Cj∆j(ζ0)|, j = 2, . . . , ν. Тогда легко видеть, что

ω(z, τ0) = −eiϕ
ν∑
j=2

αj

(
∆j(z)

∆j(ζ0)
− ∆1(z)

∆1(ζ0)

)
.

Кроме того,
∆j(z)

∆j(ζ0)
− ∆1(z)

∆1(ζ0)
=

∆(z)

∆(ζ0)

(z1 − zj)(z − ζ0)

(z − zj)(z − z1)
.

Таким образом,
ω(z, τ0) = −eiϕ ∆(z)

∆(ζ0)

(z − ζ0)

(z − z1)

ν∑
j=2

αj
z1 − zj
z − zj .

Так как ω(z, τ0) и ∆(z) взаимно просты, то корнями ω(z, τ0) являются ζ0 и нули рациональнойфункции
f(z) =

ν∑
j=2

αj
z1 − zj
z − zj . (1)

По лемме 2 все нули функции f(z) лежат на окружности |z| = R. Таким образом, все нулимногочлена ω(z, τ0) лежат в области |z| ≥ R. Теорема доказана.Непосредственными следствиями этой теоремы являютсяСледствие 1. Если для аргументов доминирующих полюсов справедливо условие: Θ0 = 1,
Θ1, . . . ,Θν линейно независимы над полем рациональных чисел Q, то существует подпоследо-вательность πn,m(z), равномерно сходящаяся при n → ∞ к a(z) на компактах, принадлежащих
Dm и не содержащих полюсов a(z).Следствие 2. Если для аргументов доминирующих полюсов справедливо условие: Θ0 = 1,
Θ1, . . . ,Θν−1 линейно независимы, а Θν – рациональное число, то существует подпоследова-тельность πn,m(z), равномерно сходящаяся при n→∞ к a(z) на компактах, принадлежащих Dmи не содержащих полюсов a(z).
Заключение

Для случая, когда радиусы m-мероморфности функции a(z) удовлетворяют условию Rm <

Rm+1, получены достаточные условия существования сходящихся подпоследовательностей m-ой строки таблицы Паде для a(z). В частности, сходящиеся подпоследовательности существуют,если число ν доминирующих полюсов равно 2. Если ν > 2, то достаточным условием являетсялинейная независимость аргументов Θ1, . . . ,Θν доминирующих полюсов по модулю Z над полемрациональных чисел.
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