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Введено понятие «слабо гладкого» решения линейного операторного уравнения первого
рода и построен асимптотически оптимальный алгоритм для его определения.

1. Постановка задачи
Пусть H  — сепарабельное гильбертово пространство, а A  — линейный вполне непрерыв-

ный самосопряженный и положительный оператор, отображающий H  в H , такой, что 1A < .
Рассмотрим операторное уравнение первого рода

Au f= ;      ,u f H∈ .        (1)

Предположим, что при 0f f=  существует точное решение 0u H∈  уравнения (1), но вместо 0f
известны некоторое приближение f Hδ ∈  и уровень погрешности 0δ >  такие, что 0f fδ − ≤ δ .

Требуется по ( , )fδ δ  построить приближенное решение uδ  уравнения (1) в некотором смыс-
ле наиболее близкое к точному.

Точное решение 0u  уравнения (1) будем называть «слабо гладким», если оно принадлежит
множеству значений ( )qR B  оператора qB  такого, что ( )qB g A= , где

1( ) ln q
qg −λ =

λ
;   0q > . (2)

2. Метод регуляризации
Для решения поставленной задачи используем метод регуляризации, предложенный в [1].
Для этого уравнение (1) представим в виде обратной задачи Коши для дифференциально–

операторного уравнения

d ( ) ( )
d
u t Cu t

t
= ,    (3)

где (0)u u H= ∈ , а (1)u f H= ∈ , 0 1t≤ ≤ .
Оператор C  в формуле (3) является функцией оператора A  и, следовательно, n n nCe e=µ ,

а lnn nµ = λ , где nλ  и ne  — собственные значения и собственные векторы оператора A .
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Для регуляризации задачи (3), следуя [1], сведем ее к следующей

1d ( ) ( ) ( )
d
u t Cu t A u t

t
−= +α ,     (1)u f= , 0α > .                (4)

Решая задачу (4), получаем, что
1ln

1

n n n n
n

u e f e
α∞ −

λ λα

=

=∑ , (5)

где ( , )n nf f e= .
Таким образом, задача (4) порождает регуляризующее семейство операторов { }: 0Tα α > ,

определяемое формулой (5).
Параметр регуляризации α  выберем из условия

3Au fα
δ δ− = δ ,          (6)

где u T fα
δ α δ= .

Лемма 1. Если 3fδ > δ , то существует единственное решение ( )α =α δ  уравнения (6).

3. Оценка погрешности рассматриваемого метода регуляризации
Следуя работе [2], методом решения поставленной задачи будем называть отображение P

с областью определения ( )D P H=  и множеством значений ( )R P H⊂ , а его количественную ха-
рактеристику точности ( )q P∆  определим формулой

{ }
0

0 0 0
,

( ) sup : ,q
q r

u f
P u Pf u M f Au

δ
δ δ∆ = − ∈ − ≤ δ ,      (7)

где q
r q rM B S= .

Метод optP  будем называть оптимальным на классе q
rM , если

( )q opt optP∆ = ∆ ,

где { }inf ( ): ( , )opt q P P P H H∆ = ∆ ∈ , а ( , )P H H  — множество всех методов.
В работе [3] установлено, что

( , )opt q r∆ ≥ω δ ,      (8)

где { }( , ) sup : ,q
q rr u u M Auω δ = ∈ ≤ δ .

Лемма 2. Пусть 0
q
ru M∈ , а 3fδ > δ . Тогда существует число 0l >  такое, что

( )
0 ( , )qu u l rα δ

δ − ≤ ω δ .           (9)

Теорема 1. При любых значениях параметров 0q >  и 0r >  метод ( )Tα δ , определяемый форму-

лами (5) и (6), оптимален по порядку на классе q
rM .



«Слабо гладкое» решение линейного операторного уравнения первого рода 9

4. О новом подходе к оценке уклонения ( )
0u uα δ

δ −

Для получения реальной оценки уклонения приближенного решения ( )uα δ
δ  от точного 0u

необходимо для каждой пары ( , )fδ δ  выбирать свое значение параметра ( ) 0q q= δ > , позволяю-
щее минимизировать порядок правой части неравенства (8). Для определения такой зависимо-
сти ( )q q= δ  необходимо предположить существование числа 0q >  такого, что для любого :q

1 00 q q q< ≤ <  точное решение 0u  уравнения (1) принадлежит множеству значений ( )qR B  опера-
тора qB , а при 0q q=  оно может не принадлежать 

0
( )qR B .

Этот факт означает принадлежность 0u  некоторому множеству M  допустимых решений
такому, что из того, что 0u M∈  следует существование 1 0l >  и

0 1 2 1 2
1

1ln lnq
n

n
u l n n− −≤

λ
        (10)

и существует 0u M∈  такое, что

0 1 2 1 2
1

1ln lnq
n

n
u l n n− −=

λ
,

где 0( , )n nu u e= , а 0( , )n nu u e= , а nλ  — собственные значения оператора A , удовлетворяющие
условию

1 2nn n−γ −γ
≤ λ ≤ ,    (11)

где 1 2, 0γ γ > .
Из формул (10) и (11) следует, что для любого 1 0( , )q q q∈

1 1 2
0 0( ) ~ ( )qr q B u q q− −= − .   (12)

Из теоремы 1 и (12) следует, что

( ) 1 2
( ) 0

0

1~( ) ln q
q T q q

q q
− −

α δ
 

∆ −   δ − 
.      (13)

Обозначим через ( )q q= δ  значение ,q  при котором правая часть соотношения (13) мини-
мальна.

Тогда из (13) следует, что

( ) 0
1 2

( ) ( )
1 1~ lnln lnq

q Tδ α δ
 ∆  δ δ 

.      (14)

В заключение заметим, что если собственные значения nλ  оператора A  удовлетворяют
соотношениям

1 2[lnln ... ln ] [lnln ... ln ]n
k k

n n−γ −γ
≤ λ ≤            (15)

либо

1 2
n n

na a− −≤ λ ≤ ,      (16)

где 1 2 1 2, , , 0a aγ γ >  — некоторые числа, то при подходящим образом выбранном множестве M
допустимых решений может доказать справедливость формулы (14) и в этих случаях.
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Заключение
Таким образом, в работе введено понятие «слабо гладкого» решения линейного оператор-

ного уравнения первого рода и построен оптимальный алгоритм для его определения.

Работа поддержана грантом РФФИ № 01–01–00300.
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