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 Пусть изучается система из n сингулярно–возмущенных обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),L y t y t A t y t h tε ′ε ≡ε ε − ε =      (1) 

с краевым условием  

{ } 0
1 0 0 1(0, ), ..., (0, ), (1, ), ..., (1, )n n nGy y y y y y+≡ ε ε ε ε =    (2) 

при , где  — целая часть. 0ε→+ 0 [ / 2], [.]n n=
 Сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения с кратным спектром предельного 
оператора изучались Я.Д. Тамаркиным [1], где было установлено, что асимптотическое разло-
жение решения однородной линейной дифференциальной системы второго порядка содержит 
дробные степени малого параметра. Для дифференциальных уравнений n–го порядка такой 
результат были получены Трджинским [2] и Территиным [3]. Система ( , ) (т, ) ,x t A x′ ε = ε  где т ,t=ε  
в случае, когда уравнение  имеет кратные корни и матрица эквивалентна 
жордановой клетке, изучались в работе Н.И. Шкиля [4]. Регуляризованная асимптотика решения 
задачи Коши для системы с кратным спектром дифференциальных уравнений в случае пре-
дельного оператора жордановой структуры получена С.А. Ломовым [5] и А.Г. Елисеевым [6, 7]. 
Краевые задачи (1),(2) в случае предельного оператора жордановой структуры впервые изуче-
ны в [8]—[18]. 

det [ (т, 0)] 0E Aλ − =

 В настоящей работе изучается краевая задача (1), (2), когда матрица ( )  имеет тождест-
венно кратный спектр и разрабатывается алгоритм асимптотического интегрирования краевой 
задачи в случае нестабильности спектра. 

A t

 Для изучения задачи (1), (2) при достаточно малых ε  потребуем выполнение следующих 
условий: 
 I.  ( ) (( ) [0, 1], , ( ) [0,1], ;n n nA t C С h t C C∞ × ∞∈ ∈ )
 II. Спектр {  матрицы ( )  при каждом } 1( ) n

k kt =λ A t [0, 1]t∈  удовлетворяет требованиям: 

1)   ( ) ( ), 1, ..., ;k t t kλ =λ = n

n

2) R  e ( ) 0;tλ ≡
 III. Матрица имеет жорданову цепочку векторов длины n, т. е. 

1 1[0, 1]; ( ) ( ) 0; ( ) ( ) ( ); 2, ..., .i it A t t A t t t i−∀ ∈ ϕ = ϕ =ϕ =  
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 IV. Каноническая структура матрицы ( ) , т. е. A t ( ) ( ) ( )A t t E T t=λ + , где ( )  — собственный 
нильпотент матрицы ( ) , не меняется на отрезке [0, 1]; 

T t
A t

 Производные от собственного и присоединенных векторов разложим по базису 
:  1( ), ..., ( )nt tϕ ϕ

1
( ) ( ) ( ).

n
k

i ki
k

t C t
=

′ϕ = ϕ∑ t  

Из коэффициентов разложения составим «структурную» матрицу  

1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n n
n

С t С t С t

С t С t С t
B

С t С t С t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и будем требовать, чтобы для  выполнялось условие 1 ( )nC t [0, 1];t∀ ∈  1Re ( ) 0;n kn C t− ξ <  

0 11, ..., ; Re ( ) 0; 1, ..., ,n knk n C t k n= − ξ > = +0 n  где ξ  — первообразный корень n–ой степени из 
единицы. 
 V. Собственное значение ( )  при каждом tλ [0, 1]t∈  удовлетворяет требованию:  

( )
0

( ) ( ) , ( ) 0.j
r

k
j

j
t a t t t a t

=

λ = − ≠∏  

 Разложим правую часть ( )  по базису h t 1( ), ..., ( ):nt tϕ ϕ   
1

( ) ( ) ( ).
n

k k
k

h t h t t
=

= ϕ∑

 VI.  (0) 0,nh =
0

( )lim ( 1) 0, 1, ..., 1; 0, ..., ; 0, ..., 1.
( )j

n si k sk
ji kt t k

h td s n j r i k
dt t

−
+

→
=

− = = − = =
λ∑ −  

 VII. . 0 1 1 1(0) 0,  (1) 0G Gϕ ≠ ϕ ≠

 Предположим, что векторы ( )1, ,( ) ( ), ..., ( ) ; 1, ...,k k n kt t t kϕ = ϕ ϕ = n , такие, что , ( ) 0;i k tϕ ≡  

 Задача (1),(2) при выполнении условия V является сингулярной возмущенной 
задачей с нестабильным спектром. 

; 1, ...,i k k n< = .

)

 При построении асимптотических решений задач типа (1), (2) с нестабильным спектром, ис-
ключительно важную роль играют так называемые полиномы Лагранжа—Сильвестра, постро-
енные по узлам ( ( ); ( )s

j jt f t  функции ( )  и ее производных до определенного порядка в точках f t

jt  нестабильности спектра матрицы ( ) . A t

 Пусть даны функция  и многочлен ( ) [0, 1]f t C∞∈
0

( ) ( ) j
r

k
j

j
P t t t

=

≡ −∏ . Многочлен ( ) ( ; )r t r t f=  на-

зывается полиномом Лагранжа—Сильвестра функции ( )  относительно многочлена ( ) , если 
степень многочлена r(t) меньше степени многочлена ( )P t  и имеются итерационные равенства  

f t P t

( ) ( )( ) ( );  0, ..., ;  0, ..., 1.s s
j j jr t f t j r s k= = = −  

 Справедлива следующая лемма. 
 Лемма  1. Пусть r(t) —полином Лагранжа—Сильвестра функции ( )  относительно много-
члена ( )P t . Тогда существует единственная функция ( )a t  такая, что  

f t
( ) ( ) ( ) ( ).f t r t a t P t− ≡
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 Для построения полиномов Лагранжа—Сильвестра используется следующая лемма. 
 Лемма  2. Для функции ( )  существует единственный полином Лагранжа—Сильвестра 

 относительно многочлена ( )  в виде 
f t

( )r t P t

( )
( )

1

00,
( ) ... ,

( )
jj

j

j jr r kk
j k jjjj j i

A A
r t t t

t tt t== ≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + +⎢ ⎥−−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∏  

где 

( )

( ) ( 1)
( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )1 1, ..., , ...,
( ) ! ( ) ( 1)! ( )

( )( ) , 0, ..., ; 0, ..., 1 .

j

j j

j j

j

i k
jj j j

k k i
j j j j j

t t t t

j jk
j

f t f t f tA A A
t i t k t

P tt j r i k
t t

−

−

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
α α − α⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

α ≡ = = −
−

 

 Базисной системой полиномов Лагранжа—Сильвестра относительно многочлена ( )  на-
зывается система полиномов 

P t

{ } ( )( )  0, ..., ;  0, ..., 1 ,ji jK t i r j k= = −  если степень системы полино-

мов { }( )jiK t  меньше степени многочлена ( )  и для функции ее полином Лагранжа—
Сильвестра представляется в виде 

P t

1
( )

0 0
( ) ( ) ( )

jkr
i

j ji
j i

r t f t K t
−

= =

=∑∑ . 

 Переходим к изучению краевой задачи (1), (2). Пусть ( ), 0, ..., ,  0, ..., 1,ji jK t i r j k= = −  базис-
ная система полиномов Лагранжа—Сильвестра относительно многочлена 

( )
0

( )( ) .
( )

j
r

k
j

j

tP t t t
t

=

λ≡ = −
α ∏  

 Для описания существенно особых сингулярностей, содержащихся в решении задачи (1), 
(2) из–за условия V введем дополнительные независимые переменные по формулам 

1
1, 1, 0

0

1 ( ) ( ) ... ( ) d ( , ); 1, ..., ,
t

nn n
k k n k kx g x g x x t k n

−
−

⎡ ⎤τ = λ + ε + + ε ≡ψ ε =⎢ ⎥ε ⎣ ⎦∫  

1
1, 1, 0

1

1 ( ) ( ) ... ( ) d ( , ); 1, ..., .
t

nn n
k k n k kx g x g x x t k n n

−
−

⎡ ⎤τ = λ + ε + + ε ≡ψ ε = +⎢ ⎥ε ⎣ ⎦∫  

( , ) ( , )
0

0

( )d ( , ); 1, ..., ; 0, ..., 1; 0, ..., ,k k
t

t t
kji ji kji je e K x x t k n i k jψ ε −ψ εσ = ≡θ ε = = − =∫ r

r

 

( , ) ( , )
0

1

( )d ( , ); 1, ..., ; 0, ..., 1; 0, ..., .k k
t

t t
kji ji kji je e K x x t k n n i k jψ ε −ψ εσ = ≡θ ε = + = − =∫  

 Введя обозначения ( ) { } { }1 1т (т , ...,т ),  ( , ) ( , ), ..., ( , ) ,  ,  ( , ) ( , ) ,n n kjit t t t t= ϕ ε = ϕ ε ϕ ε σ= σ θ ε = θ εkji  

вместо искомого решения ( , )y t ε  задачи (1),(2) изучим «расширенную» функцию ( ,т, , )u t σ ε  для 
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которой ( , )
( , )

( , , , ) ( , ).t
t

u t y tτ=ψ ε
σ=θ ε

τ σ ε ≡ ε  Выделим ( )0 0 0, (0, ), (0, ) ,M M= ψ ε θ ε  ( )1 1 1, (1, ), (1, )M M= ψ ε θ ε  и для 

определения расширенной функции ( ,т, , )u t σ ε  получаем следующую задачу 

1 1
1

1, 1,
1 0 0 1 0 0

( ) ... ( ) ,
j jk kn r n rnn n

ji k n k kji
kji k kjik j i k j i

u u u uK t g g t Au h
t

− −
−

−
= = = = = =

⎡ ⎤ ⎡
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ε + + λ+ ε + + ε + σ − =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢∂ ∂σ ∂τ ∂σ⎝ ⎠

⎣ ⎦ ⎣
∑∑∑ ∑ ∑∑

⎤
⎥
⎥
⎦

 (3)  

( ) ( ) 0
0 0 1 1, ,G u M G u M yε + ε =       (4)  

при  0.ε→
 Задача (3), (4) является регулярной по малому параметру ,ε  и ее решение определим в ви-
де степенного ряда 

1

( , , , ) ( , , ),
sn

s
s n

u t u t
∞

=−

τ σ ε = ε τ σ∑      (5) 

с коэффициентами из пространстве безрезонансых решений 

( )

1

, , , ,
, 1 , 1 0 0 1

, , , ,

( , , ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ), ( ), ( ) [0,1], .

j
k

kn n r n

m k m m k j i m kji m m
m k m k j i m

m k m k j i m

U u t u u t t e u t u t t

u t u t u t C C

−
τ

= = = = =

∞

⎧⎪= τ σ = ϕ + ϕ σ + ϕ⎨
⎪⎩

⎫⎪∈ ⎬
⎪⎭

∑ ∑ ∑∑ ∑
 

В пространстве безрезонансых решений U зададим следующие операторы 

1

0
1 0

1

,
1 0

1

0 0 1 1
1 0 0

( ) ( ) ,

( ) , 1, ..., 1,

( ) , ( , ) ( , )

j

j

j

kn r

kji
k kjik j i o

kn r

m m k kji
k kjik j i o

kn r

n ji
kjik j i

L A t t

L g t m n

L K t Gu G u M G u

−

= = =

−

= = =

−

= = =

⎧ ⎛ ⎞
∂ ∂⎪ ⎜ ⎟≡ −λ + σ⎪ ⎜ ⎟∂τ ∂σ

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪⎪ ∂ ∂⎜ ⎟≡ + σ =⎨ ⎜ ⎟∂τ ∂σ⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪

∂⎪ ≡ ≡
⎪ ∂σ
⎪⎩

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑∑∑ M

−

ε + ε

   (6) 

С учетом (6) из задачи (3), (4) переходим к задаче 
1

0
1

,
n mn

m
m

uL u L u h
t

−

=

∂= ε +ε −
∂∑         (7) 0.Gu y=

Для определения коэффициентов степенного ряда (5) подставим его в задачу (7) и получаем 
следующие итерационные задачи 

10 1 10, 0,nL u Gu− − 1n= =      (8) 

1

1
0

0
1

; ;
s

s s
s n m s m n s n nn

m
L u L u h Gu y s n

−

− − − −
=

= −δ =δ∑ 2.. ,=     (9) 

0
1

; 0; 1, ...,
n

s n
s m s m s

m

uL u L u Gu s
t
−

−
=

∂= + = =
∂∑ .∞     (10) 
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 Для задач (8)—(10) разработаем теорию разрешимости и однозначной разрешимости  
в пространстве U. Пусть пространство U∗ , сопряженное к пространству U имеет вид 

( )

1

, ,
, 1 , 1 0 0

, , , ,
1

( , , ): ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ), ( ), ( ) [0,1], .

j
k

kn n r

m k m m k j i m kji
m k m k j i

n

m m m k m k j i m
m

U v t v v t t e v t

v t t v t v t v t C C

−
∗ ∗ τ

= = = =

∗ ∞

=

⎧⎪= τ σ = ϕ + ϕ σ⎨
⎪⎩

⎫⎪+ ϕ ∈ ⎬
⎪⎭

∑ ∑ ∑∑

∑

, ,
∗ +

t

 

где  — жорданов набор векторов сопряженной матрицы  Билинейное произ-

ведение элементов u  на элементы v
1( ), ..., ( )nt∗ ∗ϕ ϕ ( ).A t∗

U∈ U∗∈  определим по формуле 
1

, , , ,
, 1 , 1 0 0 1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
jkn n r n

mk mk mk j i mk j i m m
m k m k j i m

u v u t v t u t v t u t v t
−

= = = = =

= + +∑ ∑ ∑∑ ∑ ( ).         (11) 

С учетом формулы (11) можно получить оператор 0L∗ , сопряженный к основному оператору   
в виде 

0L

1

0
1 0 0

( ) ( ) ,
jkn r

kji
k kk j i

L A t t
−

∗ ∗

= = =

⎛ ⎞
∂ ∂⎜ ⎟≡ + λ + σ

⎜ ⎟∂τ ∂σ
⎝ ⎠

∑ ∑∑
ji

n

 

с базисными элементами  ( ) , 0, ..., , 0, ..., 1, ( ) , 1, ..., .kn kji j nkji kv t j r i k v t e k∗ ∗ ∗ ∗ τ= ϕ σ = = − = ϕ =

 Справедливы следующие теоремы разрешимости задач (8)—(10). 
 Теорема  1. Пусть в пространстве U дано уравнение  

0 ( , , ),L u f t= τ σ                      (12) 

где 0L  — основной оператор, f∈U и выполнены условия I—V. Тогда для разрешимости уравне-
ния (2.2.19) в U необходимо и достаточно, чтобы 

1. 0, Ker 0,f L∗ =   

2. 
0

,dlim ( 1) 0,
d ( )

1, ..., , 0, ..., , 0, ..., 1.js n j r i k= = =
j

n si k sk
i kt t k

f

t t

∗−
+

→
=

ϕ
− =

λ∑ −  

 Теорема 2. Пусть в пространстве U дана задача 

0 1 0,L u =      1 0.Gu =       (13) 

Пусть выполнены условия I—VII. Тогда: 
 1) существует общее решение U  системы уравнений 

1

0 0
1 1

; 2, ..., ; ; 1, ..., 2 1;
s n

s n
s m s m s m s m

m m

uL u L u s n L u L u s n n
t

−
−

− −
= =

∂= = = + = +
∂∑ ∑ −  

с произвольными постоянными; 
 2) если выполнены условия 

1
1

0
0

2 0 0 0 1 1 10
1

,
dlim ( 1) 0; 1, ..., ; 0, ..., ; 0, ..., 1; 0, ..., 1,
d ( )

, Ker 0; ( ) 0; 2, ..., ; ( ) 0; 2, ..., 1,

j

sn m n s ki k
ji kt t k

n
n

m n m s s
m

uL u
t m n j r i k s n n

t t

uL u L G u M s n G u M s n
t

+ ∗
− +

→
=

∗
−

=

⎧ ∂+ ϕ⎪ ∂⎪ − = = = = − =
⎪ λ
⎨
⎪ ∂⎪ + ≡ = = = = +
⎪ ∂
⎩

∑

∑

+ −
 

то задача (13) имеет только нулевое решение. 
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 Справедлива следующая теорема. 
 Теорема  3. Пусть выполнены условия I—VII. Тогда сужение ряда (5) является асимптоти-
ческим рядом при 0  для решения ε→ ( , )y t ε  задачи (1), (2), т. е. для достаточно малых 

 (  00,⎡ ⎤ε∈ ε⎣ ⎦
0ε — достаточно мало) и  справедлива оценка 0C >

1

1
( , ) ( , ( , ), ( , ) .

N s Nn n
s

s n
y t u t t t С

+

= −

ε − ε ψ ε θ ε ≤ ε∑  

Заключение 
 После изучения направления VII в [3—7], впервые имеется полная картина о поведении 
асимптотического решения уравнения (1). С помощью 1)—6) и с учетом 7) полностью исследова-
но уравнение (1) и впервые сформулирован критерий локальной устойчивости аналитического 
решения начальной задачи для систем двух линейных сингулярно–возмущенных уравнений [8]. 
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