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Mcerneayem yCToMYMBOCTb CUCTEMBI C 3anasablBaHUEM
Xp =AXp1+BXn_i , (1)

roe A, B — peicTBuTenbHbIe MaTpulbl pasmepa mxm, X,:N—R™  3anasgbiBaHue kel .

B paboTtax [1, 2] nccnegyetcst acMMnToTU4eckasi yCTOMYMBOCTb aHaNoOrm4yHOro CKansipHoro ypas-
HeHus
Xp =aXp-1+bXp_,

roe a, b — pgencrteutensHble vncrna. B pabote [1] nonyvyeHO HeobBxoaumMoe U 4OCTaTovHOE YCroBue

YCTOMYMBOCTU 3TOro ypaBHeHusl. 13 pesynbtaTtoB paboThl [2] criegyeT, UTo 3TO CKanapHOe ypaBHEHME
acMMMTOTUYECKN YCTONYMBO, ECIN
lal+|bl<1. (2)

YacTHbI cnyyan ypaBHeHus (1), @ UMEHHO, MaTpu4yHOE ypaBHEHME
Xn=Xp-1+BXn_k,
6110 uccnegosaHo B [3]. [lokaszaHo, 4TO 3TO ypaBHEHME AaCMMMTOTUYECKM YCTOMYMBO TOTAA M TONbKO

Torga, Koraa Bce COOCTBEHHbIE 3HaYeHUst MaTpuupbl B nexaT BHyTpu obnacty KOMNIEKCHOW MOCKo-
CTW, OrpaHN4YEeHHON KPUBOW

rz{ZeCZZ=2i sin —>—gi®, —£<(p<£}.
2k—-1 2 2

Hawa uenb — nony4uTb, BO—NEPBbIX, AOCTAaTOMHOE YCMOBME acMMNTOTUYECKOW YCTONYMBOCTU
ypaBHeHust (1), aHanornmyHoe ycrnosuto KoHa (2), BO—BTOpPbIX, 4OCTATOYHOE YCrOBME YCTOMYMBOCTU
ypaBHeHus (1), ecim A=E w A=-E, B-TpeTbux, HeobXoAMMoe WU [OCTaTOYHOE YCroBue
aCUMNTOTUYECKON YCTONYMBOCTU YPaBHEHUS

Xp==Xp-1+BXn_k 3)

B TEPMUHAX OrpaHNYEHNN Ha COBCTBEHHbIE 3HAYEHMS MaTpuLbl B.
1. YcTonumBocTb cuctemni (1)

B nanbHenwmx paccyxaeHusix |||| — niobast maTpuyHasi Hopma, yaoBneTBopsoWwast YeTbIPpeEM aK-

C/IOMaM HOPMBI U COTNacoBaHHas ¢ BeKTopHoM Hopwmoii [, , T. e. |Ax|, <|Al|x|, . ans nio6oro xeR™

n nobon maTpuusbl A pasmepa mxm.
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Исследуем устойчивость системы с запаздыванием 
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 — действительные матрицы размера 
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В работах [1, 2] исследуется асимптотическая устойчивость аналогичного скалярного уравнения 
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где 

[image: image7.wmf],


ab


 — действительные числа. В работе [1] получено необходимое и достаточное условие устойчивости этого уравнения. Из результатов работы [2] следует, что это скалярное уравнение асимптотически устойчиво, если 
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Частный случай уравнения (1), а именно, матричное уравнение 
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было исследовано в [3]. Доказано, что это уравнение асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы
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 лежат внутри области комплексной плоскости, ограниченной кривой
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Наша цель — получить, во–первых, достаточное условие асимптотической устойчивости уравнения (1), аналогичное условию Кона (2), во–вторых, достаточное условие устойчивости уравнения (1), если 
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, в–третьих, необходимое и достаточное условие асимптотической устойчивости уравнения 
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в терминах ограничений на собственные значения матрицы 
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1. Устойчивость системы (1)



В дальнейших рассуждениях 
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 — любая матричная норма, удовлетворяющая четырем аксиомам нормы и согласованная с векторной нормой 
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 и любой матрицы 

[image: image20.wmf]A


 размера 

[image: image21.wmf]mm


´


.



Теорема 1. Если для некоторой матричной нормы выполняется неравенство
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то уравнение (1) асимптотически устойчиво. 



Пример. Рассмотрим уравнение 
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Тогда, для заданных матриц, 
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. Поэтому, согласно теореме 1, это уравнение асимптотически устойчиво при любых значениях запаздывания 
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. Здесь, как обычно, 

[image: image29.wmf]1


1


1


max||


m


jmij


i


Aa


££


=


=


å


, 

[image: image30.wmf]1


1


max||


m


imij


j


Aa


££


¥


=


=


å


 для любой действительной матрицы 

[image: image31.wmf]A


 размера 

[image: image32.wmf]mm


´


.



Теорема 2. Уравнение (1) асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда все корни уравнения 
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лежат внутри единичного круга. Если хотя бы один из корней лежит вне единичного круга, то уравнение (1) неустойчиво. 



Пример. Рассмотрим уравнение 
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Легко проверить, что 
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 для любой нормы 
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, т. е. условие (4) не выполняется. Однако, вследствие теоремы 2, это уравнение асимптотически устойчиво, поскольку все корни уравнения (5) лежат внутри единичного круга. Полный список корней: 
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Следствие. Если 
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, то система (1) неустойчива.



Если 
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, то систему (1) можно исследовать на устойчивость с помощью дополнительных достаточных признаков. Следующие результаты удобны для применения в случае, если 
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Теорема 3. Если 
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, то уравнение (1) асимптотически устойчиво.


Теорема 4. Если 
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, то уравнение (1) асимптотически устойчиво.


Пример. Рассмотрим уравнение 
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Легко заметить, что для данных матриц 
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, поэтому теорема 1 неприменима для исследования устойчивости. Однако, 
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. Следовательно, согласно теореме 3, это уравнение асимптотически устойчиво при 
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. Дополнительные вычисления, основанные на теореме 2, показывают, что уравнение неустойчиво при 
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2. Овалы устойчивости для системы (3)



Теорема 5. Система (3) асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда все собственные значения матрицы 
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 лежат внутри области комплексной плоскости, ограниченной кривой 
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Замечание. Если 
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 — четное, то овал устойчивости расположен в левой полуплоскости комплексной плоскости, а если 

[image: image62.wmf]k


 — нечетное, то — в правой полуплоскости. Таким образом, для асимптотической устойчивости системы (3) необходимо выполнение условий: 
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 собственные значения матрицы 
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, то область устойчивости — единичный круг с центром в точке 
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Некоторые овалы устойчивости для системы (3) при различных значениях запаздывания 
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 изображены на следующем рисунке.
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Пример. Рассмотрим уравнение 
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(см. рис.) следует, что это уравнение асимптотически устойчиво при 
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Возникает вопрос: можно ли сформулировать критерий устойчивости системы (1) в терминах ограничений на собственные значения матриц 
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? Как показывает следующий пример, ответ отрицательный.



Пример. Рассмотрим уравнение 
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Если 
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, то, согласно теореме 2, данное уравнение асимптотически устойчиво, 
но если 
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, то уравнение неустойчиво, хотя собственные значения матрицы 
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и в том, и в другом случае, 
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Заключение



Исследована проблема асимптотической устойчивости разностной системы  
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 —  действительные матрицы, а запаздывание 
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, то система асимптотически устойчива. Кроме того, система асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда все корни уравнения 
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 лежат внутри единичного круга. Получены достаточные условия устойчивости, удобные для применения, если 
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. Доказано что, в случае 
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, критерием асимптотической устойчивости системы является принадлежность всех собственных значений матрицы 
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 особому овалу устойчивости комплексной плоскости.
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2 [.A. Komuccaposa, M.M. KunHuc

Teopema 1. Ecnn gns HEKOTOPOW MaTPUYHOW HOPMbI BbINOSTHAETCA HEPaBEHCTBO
[Al+[B] < )

TO ypaBHeHue (1) aCUMNTOTUYECKN YCTOMUMNBO.
lNpumep. PaccmMoTpumM ypaBHEHUE X, =AXp_1+BXn_k, roe

Az(—0,5 0 ], B:[ 0,3 —0,1)
0,4 0,1 -0,2 0,2
Torga, Ans 3a4aHHbIX MaTpuLL, ||A||1+||B||1 =1,4>1, a ||A||OO+||B||OO=0,9<1. MoaTomy, cornacHo Teopeme 1,

3TO ypaBHEHMEe acUMNTOTUYECKM YCTOMYMBO MpM NtoObIX 3HAYEHUSIX 3anasgblBaHus k. 3aecbh, Kak

m m
06bI4HO, ||A||1=max1gjgm2|a,-j|, ||A||Oo=max1£,~gm2|a,-j| ANsa Noboii AeiicTBUTENbHON MaTpulbl A
i=1 j=1
pasmepa mxm.
Teopema 2. YpaBHeHue (1) acCMMNTOTUYECKN YCTOMYMBO TOr4a M TOMbKO Torga, Korga Bce KOpHU
ypaBHEHUS

det(B+Azk‘1 _EZK ):0 (5)

nexaTt BHYTPW eduvHU4YHOro kpyra. Ecnn xotss 66l OOUH N3 KOPHEWN NEXWUT BHE eAWHUYHOro Kpyra, TO
ypaBHeHue (1) HeyCcTon4mBO.
[Mpumep. PaccMoTpum ypaBHeHue X, =Axp_1+Bx,_3, roe

Az( 0,9 0,15]’ B{—OJ 0,3)
-0,1 -0,95 0,1 0,2
INerko npoBepuTb, uto |A|+|B|>1 Ans no6oit Hopms! ||, T. e. ycriosue (4) He BiNonHsieTcs. OaHako,

BCNeacTBne Teopembl 2, 3TO ypaBHEHWE aCUMMNTOTUYECKM YCTOMYMBO, NOCKOSbKY BCE KOPHWU ypaBHe-
Husa (5) nexart BHyTPM eOuHWYHOrO Kpyra. [lonHbIM  CMMCOK  KopHew: z15=-0,599+0,293/,

73 4=0,456%0,265/, z5=-0,529, z5=0,763.
Cnedcmeue. Ecnn k>1un |detB|>1, TO cuctema (1) HeycTon4ymBa.

Ecrim A=E n A=-E , To cuctemy (1) MOXHO nccrefoBaTtb Ha YCTONYMBOCTL C MOMOLLbIO AOMOs-
HUTENbHbIX JOCTaTOYHbIX Npu3HakoB. Cnepyowme pesynbTtatbl YA0OHbI ANS NPUMEHEHUNA B crydae,
ecnu ||A—E||<<1 unm ||A+E||<<1, a ||B||<<1.

Teopema 3. Ecnn ||A+B||+(k—1)||B||(||A—E||+||B||)<1, TO ypaBHeHue (1) acMMNTOTUYECKN YCTONUMBO.

Teopema 4. Ecnu HA+(—1)k+1B“+(k—1)||B||(||A+E||+||B||)<1, TO ypaBHeHue (1) acMMNTOTUYECKN YC-

TOMNYUBO.
lMpumep. PaccMoTpum ypaBHeHUe X, =AXp_1+BXx,_k , roe

A 1,01 -0,02 | B 02 0 _
0 1,01 0,01 -0,2

Ierko 3ameTuTk, 4To Ans faHHbIX MaTpuL |Al+|B|>1, noaTomy Teopema 1 HenpumeHnma ans uccne-
pgoBaHua  ycTonumsocT. OpaHako, ||A+B||1+(k—1)||B||1 (||A—E||1+||B||1):0,83+O,0504(k—1). CnepoBa-

TENbHO, COorracHo TeopemMe 3, 3TO ypaBHEHME aCUMNTOTUYECKM yCcToMuMBO npu k=1, 2, 3, 4. Jonon-

HUTENbHbIE BbIYMUCIIEHMS, OCHOBAHHbIE HA TEOPEME 2, NOKa3blBalOT, YTO YPaBHEHNE HEYCTONYMBO NpWU
k>4 .
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2. OBanbl YCTOM4YMBOCTU ANSA cuctembl (3)

Teopema 5. Cuctema (3) acMMnNTOTUYECKM YCTOMYMBA TOrda M TONbKO Torga, korga Bce cobcT-
BEHHbIE 3HAYEHN MaTpuubl B nexart BHyTpy 0611acT KOMMMIEKCHON MIOCKOCTM, OFPaHUYEHHON Kpu-
BOW

k-1 2 2
SameyvaHue. Ecnn kK — 4eTHOe, TO OBan YCTOMYMBOCTM PAaCroOfiOXeH B NEBOW MOMYMNSIOCKOCTH
KOMMIEKCHOW NIIOCKOCTU, @ ecrnu K — He4vyeTHoe, TO — B NpaBoWn NOMynnockocTn. Taknum obpasom,
ONs aCMMOTOTMYECKON YCTOMYMBOCTU CUCTEMBI (3) HEODXOOUMO BbINOMHEHNE ycrioBun: Rel;j<0 ans
YeTHbIX 3HaYeHUn k n Rei;>0 anga HedeTHbIX k. 3gecb A; (1<i<m) cobCTBEHHblEe 3HA4YeHUsa mart-

puubl B. Ecnn k=1, To 06nacTb yCTOMYMBOCTU — €OUHUYHBINA KPYT C LLEeHTPpOM B Touke 0+1i .
HekoTopble oBarnbl yCTOMYMBOCTU ANst cucteMbl (3) Npy pasnuyHbIX 3HAaYEHUSX 3anasgbliBaHnsa K
n3obpaxeHbl Ha cnegyoLemM pUcyHke.

r:{zec:z=(—1)kzisin2Lef<P, —£<(p<£}.

-0,1 13

lMpumep. PaccMoTpuM ypaBHEHUE X, =—Xp_1+BX,_k, roe B:( j CobcTBEHHbIE 3HaYe-

-0,2 0,9
HUA matpuubl B: Aq2=0,4+0,1. 3 B3aMHOro pacronioxeHuss A1, Ao W OBanoB YCTOWYMBOCTY

(cM. puc.) crnegyeT, 4YTO 3TO ypaBHEHME aCUMNTOTUYECKN YCTOMUYMBO Npyn k=1,3 M HEYCTOMYMBO NMpu
k=2 v pnascex k>4 .

BosHukaeT BOMNPOC: MOXHO 1M ChopMynnpoBaTh KpUTEPUIA YCTONYMBOCTU cucTeMbl (1) B Tepmu-
Hax OorpaHMYeHnn Ha cobCTBEHHLIE 3HAYeHusa matpuy A u B ? Kak nokasbiBaeT cnegyowmi npumep,
OTBET OTpULaTenbHbIN.

-0,1 O,BJ

lMpumep. PaccMoTpuM ypaBHeHue X, =Axn_1+Bx,_3, rae matpuua Bz( 01 0.2

0,1 -0,6 .
Ecrin Az[ 07 02/ TO, COrnacHo Teopeme 2, AaHHOE ypaBHEHME acUMMNTOTUYECKM YCTOMYMBO,
-0,2 0,6 .
HO ecnn A= 05 05)' TO ypaBHEHME HEYCTOMYMBO, XOTA COOCTBEHHLIE 3HAYEHUs mMaTpuubl A,

M B TOM, U B fpyrom cny4dae, A1=0,8, Ao =-0,5.
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3akn4yeHue

WccnepoBaHa npobnema acMMNTOTUYECKOMN YCTONYNBOCTHU pa3HOCTHOM cuUcTeMsl
Xp=AXpn_1+Bxn_x, Toe A, B — pencteutenbHble MaTpuubl, a 3anasgbiBaHne keN . [JokasaHo, 4To,

ecrv |A|+[|B|<1, To cucTema acumnToTUueckm ycToumBa. Kpome Toro, cucTema acuMATOTUYECKN yC-

TOMYMBA TOrda W TOMbKO TOrAa, Korda BCe KOPHU ypaBHEHUs det(B+Azk‘1—Ezk)=O nexart BHYTpU

eOUHUYHOro Kpyra. MNMony4eHbl AOCTaTOYHbIE YCNOBUSA YCTONYMBOCTU, YAOOHbIE ANS NPUMEHEHUs, ec-
nmm A=E wnn A=-E . [lJokasaHo 410, B cnyyae A=-E, KpyuTepnem acMMnTOTMYECKON YCTONYNBOCTU
CUCTEMBI SBMSIETCS MPUHAANEXHOCTb BCEX CODCTBEHHLIX 3HA4YeHUn matpuubl B ocobomy osany yc-
TOMYUBOCTU KOMMITEKCHOM MIOCKOCTU.
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